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Prof. Dr. Wendelin Werner

Losung: Serie 7

1. Kompaktheit im euklidischen Raum

Wenn (E, d) ein metrischer Raum ist, dann heisst eine Folge {z,, }nen Cauchy
wenn d(z,, ;) — 0 fiir min(n, m) — oo. Eine Teilmenge A C F heisst voll-
standig wenn jede Cauchyfolge in A konvergiert, mit Limes in A. Eine Teilmen-
ge A C FE heisst total beschrinkt wenn A, fiir jedes € > 0, von endlich vielen
Béllen mit Radius € iiberdeckt werden kann. Wir tragen ein paar relevante
Resultate zusammen:

0) Wenn (E,d) ein metrischer Raum ist und A C E, dann gilt:

reA & Haulnen CA: d(z,2,) — 0.

a) Ein metrischer Raum ist genau dann kompakt wenn er total beschrénkt
und vollstandig ist.

b) Jede total beschrankte Teilmenge eines metrischen Raums ist beschrénkt.
c¢) Jede vollstédndige Teilmenge eines metrischen Raums ist abgeschlossen.

d) Jede abgeschlossene Teilmenge eines vollstdndigen metrischen Raums ist
vollstandig.

e) Jede beschrinkte Teilmenge von R? ist total beschrinkt.

Die Standardtopologie des euklidischen Raums R ist die durch die euklidische
Metrik (siehe Serie 1, Aufgabe 4) induzierte Topologie. Kompaktheit einer
Teilmenge von R? beziiglich dieser Topologie bedeutet Kompaktheit dieser
Teilmenge als metrischer Raum (mit der auf diese Teilmenge eingeschrénkte
euklidische Metrik). Aus (a-e) folgt nun dass eine Teilmenge A C R% genau
dann in (R?, Teuw) kompakt ist wenn sie beschriinkt und abgeschlossen ist.

Bemerkung. Wenn A C R? in (R?, Touq) kompakt ist, dann folgt die Abge-
schlossenheit von A alternativ aus Aufgabe 5b, denn (R%, Teu) ist Hausdorff.

Beweis von (0-¢). Es sei (E,d) ein metrischer Raum, wir versehen ihn stan-
dardméssig mit der Metrik-induzierten Topologie 7.

(0) “=" Sei z € A. Setze Uy, := B(z,k™1) fiir k € N. Es gilt Uy, C U; fiir
k > j; wenn V € Ty dann existiert J € N so dass U; C V. Weil € A haben
wir U; N A # 0 fiir alle j. Wahle z; € U; N A; wegen der obigen Eigenschaft
von {U; }nen existiert fiir jede offene Umgebung V' von z eine Zahl J € N so
dass xz; €e U; C Uy C V fiir alle j > J, das heisst z; — x (mit {z;} C A).
Kontraposition von “<” Wenn x ¢ A und {z;},en eine Folge in A ist, dann

ist (A)¢ eine offene Umgebung von x welche kein z; enthilt, also z; - .



(a) Siehe Vorlesung.

(b) Angenommen A C FE ist total beschrénkt. Dann existiert € > 0 und Punkte
Z1,...,2n € Aso dass A C U] B(e, zj). Wenn z,y € ;] B(e, zj), sagen wir
x € B(e,z1) und y € Bl(e, 22), dann gilt

d(l‘,y) S d<x7 Zl) + d(zla 22) + d(227 y) S 2e + max{d(zj, Zk) 1 S ju k S n}
Also ist A beschrankt, das bedeutet der Durchmesser ist endlich,
(A) :==sup{d(z,y) : v,y € A} < 2e+max{d(z;,z;):1<j,k <n} < oo.

(c) Angenommen A C E ist vollstindig. Wenn z € A, dann existiert nach (0)
eine Folge {z, }nen in A welche gegen = konvergiert. {x,, } ey ist Cauchy, also
liegt auch ihr Limes in A, denn A ist vollstindig; folglich gilt A = A.

(d) Wenn E vollstandig, A C E abgeschlossen, und {z, },en eine Cauchyfolge
in A ist, dann hat {x, },en einen Limes in E. Wegen (0) gilt z € A = A; also
ist A vollstandig.

(e) Hierfiir geniigt es zu zeigen dass fiir jedes M > 0, [-M, M]? C R¢ total
beschrankt ist. In der Tat, wenn € > 0, dann ist

U B(y,¢)
yEﬁZdﬂ[—(M—‘,—e),M—l—e]

eine endliche Uberdeckung von [—M, M]¢ mit e-Béllen. O

2. Extremwertsatz

Wenn f € C(E,R) wobei (E,T) kompakt ist, dann ist Bild(f) € R kom-
pakt. Wir miissen zeigen dass Bild(f) ein grosstes und ein kleinstes Element
besitzt; dann sind wir fertig. Wenn Bild(f) kein grosstes Element hat, dann
bildet die Kollektion {(—o0,y) : y € Bild(f)} eine offene Uberdeckung des
kompakten Bildes Bild(f) C R, es existiert also eine endliche Teiliiberdeckung
{(_007 yl)a SR (_007 yn)} von Blld(f) Aber Yy = ma’x(yla ce 7yn) S Blld(f)
gehort zu keiner dieser Mengen, im Widerspruch zur Tatsache dass sie Bild( f)
iiberdecken. Folglich besitzt das Bild von f ein maximales Element. Weil auch
—f € C(X,R) hat Bild(f) ein minimales Element, ndmlich minus das maxi-
male Element von Bild(—f).

3. Abgeschlossene Teilmengen von kompakten Raumen

Es sei (E,T) ein kompakter topologischer Raum. Wenn F' C E abgeschlossen
ist, und {U,}aca eine Familie von offenen Mengen in (E,7) ist mit F' C
Uaea Ua, dann ist {Ua}aca U {F¢} eine offene Uberdeckung von E. Weil E
kompakt ist, besitzt es eine endliche Teiliiberdeckung, also bekommen wir,
durch Weglassen von F¢ in letzterer Uberdeckung wenn nétig, eine endliche
Teilkollektion von {U, }aea welche F' iiberdeckt.



4. Kompakte Teilmengen von Hausdorffraumen

(a) Wenn (E,T) ein Hausdorffraum ist und ¢ F C E, dann existieren fiir
jedes y € F' disjunkte offene Mengen U,,V, € T mit z € U, und y € V.
Offensichtlich ist {V, },eF eine offene Uberdeckung von F), sie besitzt also eine
endliche Teiliiberdeckung {V,,} wenn F kompakt ist. Damit haben U :=
N} Uy, und V := 7 V,, die gewiinschten Eigenschaften: U,V € T mit z € U
und F' C V.

(b) Wenn F eine kompakte Teilmenge des Hausdorffraum (F,7T) ist, dann ist
F¢ eine Umgebung jeder ihrer Punkte, also offen: in der Notation von (a), fiir
jedes x ¢ F 3 offene U [, V] so dass z € U[C V| C F°.

5. Abgeschlossene Abbildungen

Wenn F' C E abgeschlossen, dann ist F' kompakt (siehe Aufgabe 3, denn E
ist kompakt), also ist f(F') kompakt (weil f stetig) und darum abgeschlossen
(siche Aufgabe 4, denn E’ ist Hausdorff).

6. Lebesgue Zahl Lemma

Wenn U eine offene Uberdeckung des kompakten Raum FE ist, so existiert eine
endliche Teilkollektion {Uq,...,U,} von U welche E iiberdeckt. Wir diirfen
annehmen dass keine der U;’s gleich F ist (ndmlich wenn E € U sind wir
sowiso fertig), jede der Mengen C; := U{ ist also nichtleer. Betrachte die
Funktion

f:E—=>R, z— f(z):= 122;1 d(x,C;).

n

Beachte dass f(z) > 0 fiir alle z € E. Némlich wenn x € E, wihle erstens
i so dass x € U;, und zweitens wéhle ¢ > 0 so dass B(z,e) C U; (ndmlich
U; ist offen); dann gilt d(z,C;) > € und f(z) > ¢/n. Weiter ist f stetig,
wegen der Stetigkeit der Abbildungen E — [0,00), = — d(z, C;), und wegen
der Vektorraumstruktur von C'(E,R). Folglich, weil E kompakt ist, besitzt f
einen Minimalwert 6 > 0 nach dem Extremwertsatz (Aufgabe 2).

Wenn nun B C E mit diam(B) < J, dann wihle 2y € B und beachte dass
B C B(xzg,0). Wéhle m so dass d(z¢, Cy,) = maxj<i<, d(xg,C;). Dann gilt
B(zg,0) C Uy, namlich d(zo, Cy,) > f(zo) > 0. Also gilt B C B(xg,0) C Uy,
und wir sind fertig.



